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Постановка задачі 

Лекція присвячена вирішенню найбільш простого типу задач оптимізації - 

пошуку екстремуму функцій однієї змінної без обмежень. Така задача 

формулюється як знаходження такого значення вхідної змінної об'єкта, яке 

відповідає екстремальному (мінімальному або максимальному) значенню 

цільової функції. 

Для заданої цільової функції f(x) у заданій області 

визначення [x1, x2] необхідно знайти екстремальне 

(мінімальне або максимальне) значення цільової функції, 

а також відповідне значення аргументу х.  

Задачі відшукання мінімального або максимального значення не утворюють 

окремих задач. З елементарних міркувань ясно, що пошук мінімуму функції 

f(x) тотожний пошукові максимуму функції g = -f(x). Тому надалі ми 

розглядатимемо задачу пошуку екстремуму як задачу відшукання саме 

максимуму цільової функції. 
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Вирішення одномірних задач оптимізації 

Метод зворотного змінного кроку 

Задаємо довільну точку x0 – початкове наближення до локального максимуму, задана 

точність знаходження максимуму ε та початковий крок аргументу Δ. 

Зробивши один крок від точки x0, отримаємо нове значення аргументу х1 = x0 + Δ. 

Порівняємо значення функції у0 = f(x0) і у1 = f (x1) = f (x0 + Δ). Можливі два різних 

продовження в наближенні до точки максимуму х*. 

I. у1 > у0 - відбулося збільшення значення функції. Тоді приймемо як нове стартове 

значення х0(1) = х1, і зробимо крок Δ від цієї точки х0(1) до точки х1(1), тобто х1(1) = 

х0(1) + Δ.  

II. у1 < у0 - значення функції зменшилося. У цьому випадку початковою точкою 

обчислень стає точка х0 = х1, а крок аргумента Δ змінюється : Δ = - β Δ, де β - деяке 

позитивне число, β <1. 

Далі повторюємо обчислення за схемою I або II, аж до досягнення заданої точності. 

У якості умови досягнення заданої точності обчислень виступає умова |Δ| < ε.  

Пошук максимуму функції зазначеним методом являє собою коливальний процес, що 

відбувається близько точки х* локального мінімуму функції f(x) 



5 

Вирішення одномірних задач оптимізації 

Метод зворотного змінного кроку. Приклад 
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Вирішення одномірних задач оптимізації 

Метод половинного ділення (дихотомії) 

Метод половинного ділення є процедурою послідовного пошуку. Нехай 

визначений відрізок [a0, b0], якому належить точка локального максимуму x*. 

Далі для звуження проміжку, що містить точку екстремуму, використовуємо дві 

точки x1 і x2, розташовані симетрично на відстані δ> 0 від середини відрізка: 
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Вирішення одномірних задач оптимізації 

Метод квадратичної апроксимації (метод Пауелла) 

Заснований на апроксимації функції поліномом другого порядку в деякій околиці 

та розрахунку на його основі координати точки оптимуму. 

Нехай відомі значення функції в трьох точках x0, x1, x2, складові відповідно у0, 

у1, у2. Тоді функцію f(x) можна апроксимувати поліномом 

𝑔𝑥 =𝑎0+𝑎1 𝑥−𝑥0 +𝑎2 𝑥−𝑥0 𝑥−𝑥1  

Оптимальне значення можна оцінити за формулою 

𝑥∗=
𝑥1+𝑥0

2
−

𝑎1

2𝑎2

𝑎1=
𝑦1−𝑦0

𝑥1−𝑥0

𝑎2=
1

𝑥2−𝑥1

𝑦2−𝑦0

𝑥2−𝑥0
−

𝑦1−𝑦0

𝑥1−𝑥0

 

Ми обчислюємо значення функції в новій, четвертій точці. Точку з найгіршим 

значенням функції можна відкинути. Тоді, послідовно застосовуючи цей 

алгоритм до трьох найкращих точок, ми будемо отримувати послідовність, яка 

сходиться до екстремуму x*. 
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Вирішення багатомірних задач оптимізації 

Основні алгоритми будемо розглядати на приклад функції двох змінних виду 

𝑧=𝑓𝑥,𝑦 

Для наочного зображення таких функцій часто використовують лінії рівня 

-5
0

5
-5

0

5

-800

-600

-400

-200

y

x

Peaks

-10
-5

0
5

-10
-5

0
5

-2

0

2

4

6

8

10

x

Paraboloid

y -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

Параболоїд 

Функція 

Хіммельблау 



9 

Вирішення багатомірних задач оптимізації 

Алгоритм покоординатного спуску полягає у зведенні багатовимірної задачі 

до послідовності одновимірних задач, які вирішуються методами пошуку 

екстремуму функції однієї змінної. Спочатку в прямокутній області зафіксуємо 

координату y = y0, тоді функція f(x, y0) буде залежати тільки від однієї змінної 

x. Знайдемо максимум x0
1 функції f (x, y0), змінюючи координату x. 

Потім зафіксуємо перший аргумент x = x0
1 і знайдемо максимум y1 функції 

f(x0
1, y) щодо другого аргументу y. 

Якщо в області пошуку функція f(x, y) досить гладка, то процес спуску по 

координатам буде лінійно сходитися до мінімуму. 

У процесі, що сходиться, з наближенням до мінімуму функції f(x, y) відстані 

між послідовними точками поднокоординатних мінімумів будуть прагнути до 

нуля. Тому в якості критеріїв закінчення ітераційного процесу координатного 

спуску вибираються умови 

𝑥𝑘−𝑥𝑘−1 <𝜀𝑥 𝑦𝑘−𝑦𝑘−1 <𝜀𝑦 

Метод покоординатного спуска 
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Вирішення багатомірних задач оптимізації 

Метод покоординатного спуска. Приклад. 
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Вирішення багатомірних задач оптимізації 

Відомо, що градієнт функції f(zlf z2, zn) в кожній точці спрямований у бік 

найшвидшого локального зростання цієї функції. Отже, для пошуку мінімуму 

необхідно спускатися в протилежному напрямку. Якщо мінімізується функція 

диференційовна і обмежена знизу, а її градієнт задовольняє умові Ліпшиця, 

то ітераційний процес 

𝑍𝑗
𝑘+1=𝑧𝑗

𝑘−𝑎∙𝑔𝑟𝑎𝑑𝑧𝑗
𝑓𝑧1

𝑘,𝑧2
𝑘…,𝑧𝑛

𝑘  

буде сходитися до мінімуму функції f з довільної початкової точки з 

координатами z0
1, z

0
2,..., z

0
n. 

Параметр a у формулі визначає довжину кроку в напрямку спуску. Довжину 

кроку можна вибирати з умови мінімізації функції вздовж напрямку, 

протилежної градієнту. Такий варіант градиентного методу називають 

методом найшвидшого спуску. В іншому варіанті градієнтного спуску довжина 

кроку а вибирається методом дроблення. За допомогою градієнтного спуску 

мінімум гладких функцій знаходиться значно швидше, ніж при використанні 

координатного спуску. Поблизу точки мінімуму складові градієнта функції 

мають малі значення, що призводить до зростання чутливості ітераційного 

процесу до погрішностей обчислень і ускладнює пошук на заключному етапі. 

Метод найшвидшого спуску (метод градієнтів) 
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Вирішення багатомірних задач оптимізації 

Метод Нелдера - Міда, також відомий як метод деформованого 

багатогранника - метод безумовної оптимізації функції від декількох змінних, 

що не використовує похідної (точніше - градієнтів) функції, а тому легко 

застосовний до негладких та / або зашумлений функціям. 

Суть методу полягає в послідовному переміщенні і деформації симплекса 

навколо точки екстремуму. У двомірному просторі регулярним симплексом є 

правильний трикутник, а в тривимірному - правильний тетраедр. 

Ідея методу полягає в порівнянні значень функції в (n + 1) вершинах 

симплекса і переміщенні симплекса в напрямку оптимальної точки за 

допомогою ітераційної процедури. 

У симплексному методі, запропонованому спочатку, регулярний симплекс 

використовувався на кожному етапі. Нелдер і Мід запропонували кілька 

модифікацій цього методу, що допускають, щоб симплекси були 

неправильними. В результаті вийшов дуже надійний метод прямого пошуку, 

який є одним з найефективніших при N <7. 

Метод Нелдера-Міда (деформованого багатогранника) 
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Вирішення багатомірних задач оптимізації 

Опишемо ідею цього стосовно функції двох 

змінних для пошуку максимуму функції z = f (x, y). 

На початку розрахунку задається початковий 

симплекс - для 2-мірного випадку - правильний 

трикутник, і обчислюються значення функції в 

вершинах трикутника.  

 

Відділяється вершина з найменшим значенням 

функції zmin. Для решти двох вершин трикутника 

знаходимо центр ваги. 

 

 

Від знайденого центру ваги в знайденому 

напрямку робимо крок пошуку, знаходимо 

координати нової точки z4 

Метод Нелдера-Міда. Приклад.  

zmin

zmin

z4
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Вирішення багатомірних задач оптимізації 

Якщо в точці z4 знайдено нове максимальне значення, то робимо черговий 

крок у цьому ж напрямку. Якщо черговий крок призводить до зменшення 

функції, то в тій точці проводиться відображення симплекса, вибирається 

новий напрямок руху 

Метод Нелдера-Міда. Приклад, продовження  

zmin

z4

Метод Нелдера-Міда схожий з покоординатно спуском, однак тут рух 

проводиться в напрямку потенційно максимального градієнта. 

Характеристики методу Нелдера-Міда : 

Á Метод Нелдера-Міда не накладає обмежень на гладкість функції 

Á Даний метод є ефективним при низькій швидкості обчислення функції, що 

мінімізується.  

Á Відсутність теорії збіжності. Алгоритм може розходитися навіть на гладких 

функціях 
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Вирішення багатомірних задач оптимізації 

Всі описані вище методи забезпечують пошук локальних екстремумів функції 

багатьох змінних. Для пошуку глобального екстремуму необхідно виконувати 

багаторазові розрахунки або застосовувати більш складні методи пошуку, які 

містять елементи імовірнісного характеру. Для вирішення завдань такого 

роду був запропонований ряд алгоритмів випадкового пошуку 

(ненаправленного, спрямованого, направленого з самонавчанням), генетичні 

та еволюційні алгоритми, алгоритми імітації відпалу. 

 

Однією з новітніх різновидів генетичних алгоритмів пошуку є алгоритм 

бджолиного рою, (в англомовних статтях так само зустрічаються назви 

Particle Swarm Optimization, Artificial Bee Colony Algorithm і Bees Algorithm). 

Використання методу бджолиного рою базується на ідеях моделювання 

багатоагентних систем, використовуваних для дослідження динаміки 

децентралізованих систем. 

Методи пошуку глобального екстремуму 
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Вирішення багатомірних задач оптимізації 

Кожна бджола в рої розглядається як частка або агент. Всі частинки рою 

діють індивідуально відповідно до одним керуючим принципом: рухатися в 

напрямку найкращою персональної і найкращою глобальної позиції, постійно 

перевіряючи значення поточної позиції. 

Позиція бджоли є координатами в досліджуваному N-вимірному просторі. 

Персональна найкраща позиція (ПНП) - позиція з найбільшим значенням 

цільової функції, виявлена бджолою. Кожна бджола має власну ПНП. У 

кожній точці вздовж шляху руху бджола порівнює значення цільової функції в 

поточній позиції зі значенням ПНП. Якщо поточна позиція має значення 

придатності вище, значення ПНП замінюється на значення поточної позиції. 

Глобальна найкраща позиція (РНП) визначається як позиція з найбільшим 

значенням цільової функції, виявлена всім роєм. Інформація про значення 

РНП доступна кожній окремій бджолі. Якщо в процесі руху одна з бджіл 

виявить позицію з більш високим значенням цільової функції, ГНП 

замінюється поточною позицією цієї бджоли. 

Метод бджолиного рою 
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Вирішення багатомірних задач оптимізації 
Метод бджолиного рою. Алгоритм. 

Крок 1. Визначення області пошуку оптимальних значень, завдання параметрів алгоритму пошуку, 

например розмір рою. 

Крок 2. В області пошуку випадковим чином маємо бджіл і задаємо початкові швидкості їх руху. 

Крок 3. Для кожної бджоли в рої виконуємо переміщення в нове положення відповідно до її 

положенням і швидкістю. Перевіряємо вихід бджоли за кордону досліджуваної області і виконуємо 

необхідні обмежують дії. 

Крок 4. Для кожної бджоли обчислюємо значення цільової функції в її новій позиції. Порівнюємо це 

значення зі значенням ПНП бджоли, і при необхідності замінюємо ПНП поточною позицією. 

Порівнюємо це значення зі значенням РНП рою, і при необхідності замінюємо РНП поточною позицією. 

Крок 5. Для кожної бджоли обчислюємо нову швидкість переміщення у відповідності з рівнянням 

 

де vn
i - швидкість бджоли по вимірюванню n на i-ой ітерації; 

w – інерційна вага, це число (знаходиться в інтервалі [0, 1]) відображає, якою мірою частка зберігає 

свою первісну швидкість; 

pn, gn – значення координати n відповідно для ПНП бджоли і для РНП всього рою; 

Ψ1, Ψ2 – випадкова величина в діапазоні [-1, 1]; 

с1, с2 - Постійні вагові коефіцієнти, що визначають тяжіння до власної ПНП і до РНП рою відповідно; 

с1 визначає, який вплив на частинку надає її пам'ять про ПНП, а с2 визначає, який вплив на частинку 

надають інші члени рою. Збільшення с1 передбачає дослідження простору рішень шляхом руху 

кожної частинки в напрямку свого ПНП; збільшення с2 передбачає дослідження передбачуваного 

глобального максимуму. 

Ці коефіцієнти іноді розглядаються як пізнавальний і соціальний фактори. 

Крок 6. Перевірка stop - критерію, якщо пошук не закінчений, перейти до кроку 3. 
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Вирішення багатомірних задач оптимізації 
Метод бджолиного рою. Приклад.  

Рух кожної бджоли є компромісом між рухом у напрямку передбачуваного 

глобального максимуму і рухом у напрямку виявленого локального 

максимуму. 

Приклад траєкторії однієї з бджіл у процесі пошуку максимуму функції 

Хіммельблау. Траєкторія є складною ламаною, з вигляду нагадує траєкторію 

частинки, що бере участь в броунівському русі. 


